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采用非线性 Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 破坏准则计算
孔隙水影响下的主动土压力

汤宇１∗ꎬ杨维１ꎬ张标２ꎬ鲁晓明１ꎬ刘翔１ꎬ戴亚军３ꎬ蒋瑾４

(１. 中铁五局集团 第一工程有限责任公司ꎬ湖南 长沙 ４１０１１７ꎻ２. 湖南科技大学 土木工程学院ꎬ湖南 湘潭 ４１１２０１ꎻ
３. 长沙市轨道交通集团有限公司ꎬ湖南 长沙 ４１００１９ꎻ４. 湖南科技大学 资源环境与安全工程学院ꎬ湖南 湘潭 ４１１２０１)

摘　 要:为分析非线性 Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 破坏准则下孔隙水压力对挡土墙主动土压力的影响ꎬ采用极限分析上限定理推

导挡土墙主动土压力的解析解ꎬ采用 ＭＡＴＬＡＢ 软件求解主动土压力的数值解ꎬ并分析了非线性 Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 破坏准则相

关参数以及孔隙水、土体容重、挡土墙高度等对主动土压力和墙后破裂角的影响.研究表明ꎬ孔隙水等因素对主动土压力有

较大影响ꎬ随着孔隙水系数、非线性系数、土体重度、地表荷载增大或土体初始黏聚力减小ꎬ挡土墙主动土压力显著增大.此
外ꎬ非线性系数及孔隙水对挡土墙破裂角也会产生较大影响ꎬ非线性系数越小或孔隙水系数越大ꎬ挡土墙破裂角越大.因
此ꎬ建议在挡土墙设计中应合理考虑土体非线性特征及孔隙水效应ꎬ增加挡土墙排水设计ꎬ以免低估主动土压力而导致挡

土墙发生破坏.
关键词:非线性破坏准则ꎻ 上限定理ꎻ 孔隙水ꎻ 主动土压力
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ａｖｏｉｄ ｔｈｅ ｄａｍａｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｔａｉｎｉｎｇ ｗａｌｌ ｃａｕｓｅｄ ｂｙ ｕｎｄｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｎｇ ｔｈｅ ａｃｔｉｖｅ ｅａｒｔｈ ｐｒｅｓｓｕｒｅ.

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ: ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆａｉｌｕｒｅ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎꎻ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｔｈｅｏｒｅｍꎻ ｐｏｒｅ ｗａｔｅｒꎻ ａｃｔｉｖｅ ｅａｒｔｈ ｐｒｅｓｓｕｒｅ

在岩土工程中ꎬ挡土墙坍塌事故频繁发生ꎬ这不仅影响工程进度ꎬ而且还造成极大的经济损失ꎬ甚者会

造成施工人员伤亡.因此ꎬ为保障施工安全ꎬ研究挡土墙的稳定性ꎬ确定挡土墙发生坍塌破坏时的主动土压

力ꎬ具有重要的工程意义.
竺明星等[１]根据莫尔圆挡土墙破裂面倾角的理论公式ꎬ研究了回填土坡面倾角对挡土墙主动土压

力的影响ꎻ牛艳玲和王洁宁[２]设计了一种具有一定抗震性能的挡土墙ꎬ并对其抗震性能进行了分析和

验证ꎻ谢明星等[３]对挡土墙的破坏过程进行了数值模拟ꎬ对挡土墙滑动面的发展规律和极限平衡状态

下的土压力大小进行了研究ꎻ赵国和陈建功[４] 构建了由楔形体组成的挡土墙被动土压力计算模型ꎬ采
用变分法求解了挡土墙滑动曲线ꎬ分析了坡面倾角及坡面荷载对被动土压力的影响ꎻ杨贵等[５] 针对无

黏性填土挡墙ꎬ采用微分单元法推导了挡土墙主动土压力解析方程ꎬ分析了挡土墙土体滑移形状对主

动压力的影响ꎻ应宏伟等[６]构建了挡土墙土体直线滑移破坏模型ꎬ并通过与库伦土压力ꎬ数值模拟等方

法验证了该模型的合理性及计算方法的正确性ꎻ王恭兴和张国祥[７]构建了挡土墙被动破坏的三角结构

破坏模型ꎬ推导了挡土墙被动土压力的极限平衡方程ꎬ并通过与已有研究对比ꎬ验证了其计算结果的准

确性.
以上针对挡土墙的研究中ꎬ均采用的是线性破坏准则.大量研究结果表明ꎬ土体材料一般服从非线性

破坏准则ꎬ线性破坏准则只是非线性破坏准则的一种情况[８－１０] .此外ꎬ已有研究成果表明ꎬ孔隙水对土体稳

定性有显著影响[１１－１３] .因此ꎬ本文基于极限分析上限定理ꎬ考虑孔隙水效应ꎬ采用非线性 Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 破

坏准则ꎬ计算了挡土墙主动土压力ꎬ其方法可为挡土墙的支护设计提供理论参考.

１　 非线性 Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 破坏准则

国内外大量学者研究表明ꎬ非线性 Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 破坏准则适用于一般的土体材料ꎬ其表达式为[１４]

σ１ ＝ ｑｐ ＋ Ｍ∗
ｐ

σ３

ｑｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

α

. (１)

式中:σ１ 为最大主应力ꎻ ｑｐ 为土体抗压强度ꎻ Ｍ∗
ｐ ꎬα 为无量纲指标ꎻσ３ 为最小主应力.

在应力空间中ꎬ式(１)与式(２)等价:

τ ＝ ｃ０ １ ＋
σｎ

σｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｍ

. (２)

式中: ｃ０ 为初始黏聚力ꎻ σｔ 为轴向抗拉强度ꎻ τ 和 σｎ 分别为剪切面上的剪应力和正应力.
图 １ 曲线通过 ( － σｔꎬ０) 和(０ꎬｃ０) 两点ꎬ 采用切线法取曲线上任一点作其切线ꎬ可知 ｃｔ 的表达

式为[１５]

ｃｔ ＝
ｍ － １
ｍ

ｃ０
ｍσｔ ｔａｎ φｔ

ｃ０
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
１－ｍ

＋ σｔ ｔａｎ φｔ .

式中:ｃｔ 为等效黏聚力ꎻφｔ 为等效内摩擦角ꎻｍ 为非线性系数.
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图 １　 非线性 Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 破坏准则强度曲线

２　 孔隙水压力效应下的上限定理

Ｂｉｓｈｏｐ[１６]提出了一种用于计算孔隙水压力的公式ꎬ该公式广泛应用于岩土工程中.具体表达式为

ｕ ＝ ｒｕγｚ.
式中: ｕꎬｒｕ 分别为孔隙水压力及其系数ꎻ γꎬｚ 分别为土体重度、水位线距地表的竖直距离.

将孔隙水压力引入到上限定理中时ꎬ将其视为内力或者外力 ２ 种方法并不会影响计算结果ꎬ等式两边

分别表示将孔隙水压力视为外力和内力所做的功率ꎬ表达式[１７－１８]为

－ ∫
Ｖ
ｕｉ ε̇ｉｊｄＶ － ∫

Ｓ
ｕｉｎｉｖｉｄＳ ＝ － γｗ∫

Ｖ

∂ｈ
∂ｘｉ

ｖｉｄＶ ＋ γｗ∫
Ｖ

∂ｚ
∂ｘｉ

ｖｉｄＶ.

式中: ｕｉꎬε̇ｉｊꎬＶ 分别为孔隙水压力、体应变和体积ꎻ ｎｉꎬｖｉꎬＳ 分别为外法线向量、速度以及挡土墙破坏时的

破裂面ꎻ γｗꎬｈꎬｚ 分别为水的容重、水头和高程水头.

视孔隙水压力做功为外力做功ꎬ结合极限分析上限定理ꎬ可得其表达式[１９－２２]:

∫
Ｖ
σｉｊ ε̇ｉｊｄＶ ≥ ∫

Ｓ
ＴｉｖｉｄＳ ＋ ∫

Ｖ
Ｆ ｉｖｉｄＶ － ∫

Ｖ
ｕｉ ε̇ｉｊｄＶ － ∫

Ｓ
ｕｉｎｉｖｉｄＳ.

式中: σｉｊꎬＴｉ 和 Ｆ ｉ 分别为应力、面力和体力.

３　 主动土压力计算

３.１　 破坏模式

参考已有研究成果[２３]ꎬ考虑孔隙水效应ꎬ构建了挡土墙主动土压力的计算模式ꎬ如图 ２ 所示.其中ꎬ ｚ０
为地下水位线的高度ꎻ ｑ 为作用在墙后土体表面 ＢＣ 上的均布荷载ꎻＨ 为土体高度ꎻ Ｅａ 为主动土压力ꎬ作用

在墙背 ＡＢ 上ꎬ且与 ＡＢ 法线方向夹角为外摩擦角 δꎻα 和 β 为倾角ꎬ墙背 ＡＢ 与竖直方向的夹角为 αꎬ ＢＣ 与

水平方向夹角为 βꎻｖ１ꎬｖ０１ 和 ｖ０ 分别为破裂面 ＡＣ、墙背 ＡＢ 以及挡土墙的速度ꎬ且 ｖ１ ＋ ｖ０１ ＝ ｖ０ .

图 ２　 挡土墙主动破坏计算模型及其速度场

由速度场关系可得

ｖ１ ＝
ｓｉｎ π

２
－ αæ

è
ç

ö

ø
÷

ｓｉｎ π
２

＋ α ＋ φｔ － θæ

è
ç

ö

ø
÷

ｖ０ꎻ
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ｖ０１ ＝
ｓｉｎ θ － φｔ( )

ｓｉｎ π
２

＋ α ＋ φｔ － θæ

è
ç

ö

ø
÷

ｖ０ .

由计算模型的几何关系可得

ｌＡＢ ＝ Ｈ / ｃｏｓ αꎻ

ｌＡＣ ＝
Ｈｓｉｎ π

２
－ α ＋ βæ

è
ç

ö

ø
÷

ｃｏｓαｓｉｎ θ － β( )
ꎻ

ｌＢＣ ＝
Ｈｓｉｎ π

２
＋ α － θæ

è
ç

ö

ø
÷

ｃｏｓ αｓｉｎ θ － β( )
ꎻ

ＳΔＡＢＣ ＝ １
２
ｌＡＢ ｌＡＣｓｉｎ

π
２

＋ α － θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

Ｈ２ｓｉｎ π
２

－ α ＋ βæ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ π

２
＋ α － θæ

è
ç

ö

ø
÷

２ｃｏｓ２ αｓｉｎ θ － β( )
.

３.２　 假设条件

本文在分析计算时假设:(１)挡土墙长度无限ꎬ视为二维平面应变问题分析ꎻ(２)挡土墙破坏过程中ꎬ
土体体积不发生变化ꎬ体应变 ε̇ ＝ ０ꎬ孔隙水压力在应变场中所做功率为 ０.
３.３　 内外功率计算

针对图 ２ 中的计算模型ꎬ根据极限分析法可得ꎬ地表荷载做功、主动土压力做功、孔隙水压力做功与重

力做功均为外力做功ꎬ内能耗散仅发生在速度间断线 ＡＣ 上.
土体重力功率为

Ｐγ ＝ γＳΔＡＢＣｖ１ｃｏｓ
π
２

－ θ ＋ φｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

γＨ２ｖ１ｓｉｎ
π
２

－ α ＋ βæ

è
ç

ö

ø
÷

２ｃｏｓ２ αｓｉｎ θ － β( )


ｓｉｎ π
２

＋ α － θæ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ π

２
－ θ ＋ φｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｃｏｓ２ αｓｉｎ θ － β( )
.

地表荷载功率为

Ｐｑ ＝ ｑｌＢＣｖ１ｓｉｎ θ － β － φｔ( ) ＝
ｑＨｓｉｎ π

２
＋ α － θæ

è
ç

ö

ø
÷ ｖ１ｓｉｎ θ － β － φｔ( )

ｃｏｓ αｓｉｎ θ － β( )
.

挡土墙破坏过程中土体无体积变化ꎬ所以孔隙水压力仅在破坏面 ＡＣ 上做功.
当水位线高于 Ｃ 点时ꎬ孔隙水压力功率为

Ｐｕ ＝ ∫ｌ ＡＣｓｉｎθ
０

ｒｕγ ｚ０ － ｚ( ) ｖ１ｓｉｎ φｔｄｚ.

当水位线低于 Ｃ 点时ꎬ孔隙水压力功率为

Ｐｕ ＝ ∫ｚ０
０
ｒｕγ ｚ０ － ｚ( ) ｖ１ｓｉｎ φｔｄｚ.

主动土压力功率为

Ｐａ ＝ － Ｅａｖ０ｃｏｓ α ＋ δ( ) .
内能耗散率为

ＰＶ ＝ ｃｔ ｌＡＣｖ１ｃｏｓ φｔ ＝
ｃｔＨｓｉｎ π

２
－ α ＋ βæ

è
ç

ö

ø
÷ ｖ１ｃｏｓ φｔ

ｃｏｓ αｓｉｎ θ － β( )
.

３.４　 优化求解

根据内外功率相等原理ꎬ可建立以下虚功率方程:
Ｐγ ＋ Ｐｑ ＋ Ｐｕ ＋ Ｐａ ＝ ＰＶ .
由此可推导出主动土压力:
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Ｅａ ＝
Ｐγ ＋ Ｐｑ ＋ Ｐｕ － ＰＶ

ｖ０ｃｏｓ(α ＋ δ)
.

相应的约束条件为

ｓ.ｔ.
α < π

２
ꎻ

φｔ < θ < α ＋ φｔ ＋
π
２
.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

Ｅａ 是关于 θ 的函数.为求解主动土压力ꎬ将 Ｅａ 表达式转换为一个数学模型ꎬ在约束条件下ꎬ采用穷举

法可得到主动土压力的最优值.

４　 结果分析

４.１　 对比分析

为验证本文计算方法的正确性ꎬ本文与张佳华等[２４]的研究成果进行对比ꎬ其中ꎬ各参数取值如下:γ ＝
１８ ｋＮ / ｍ３ꎬｑ＝ １５ ｋＮ / ｍ２ꎬｚ０ ＝ １０ ｍꎬｒｕ ＝ ０.２ꎬＨ ＝ ８ ｍꎬβ ＝ １５°ꎬα ＝ １５°ꎬδ ＝ １０°.在 ｍ ＝ １ 时ꎬ即非线性 Ｍｏｈｒ－
Ｃｏｕｌｏｍｂ 强准则退化为线性 Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 破坏准则时ꎬ本文采用穷举法计算结果与文献[２４]相同ꎬ验证

了本文计算方法的正确性ꎬ且文献[２４]仅为本文 ｍ＝ １ 时的一个特例.此外ꎬ在保证其他参数相同时ꎬ对比

了非线性系数 ｍ 变化时ꎬ挡土墙主动土压力变化ꎬ如表 １ 所示ꎬ可以看出ꎬ非线性系数 ｍ 对挡土墙主动土

压力有显著影响ꎬ随着非线性系数增大ꎬ挡土墙主动土压力逐渐增大ꎬ且最大相对误差高达 ３８％.
表 １　 非线性系数对挡土墙主动土压力的影响

非线性系数 ｍ 主动土压力 / (ｋＮ / ｍ) 相对误差 / ％
１.０(文献[２４]) ３６０.０ －

１.２ ４２５.９ １８
１.４ ４４９.８ ２５
１.６ ４６８.８ ３０
１.８ ４８４.１ ３４
２.０ ４９６.７ ３８

４.２　 主动土压力

各参数对主动土压力的影响如图 ３ 所示.从图 ３ 中可以看出ꎬ随着初始黏聚力 ｃ０ 的增大ꎬ主动土压力

Ｅａ 逐渐减小ꎻ随着非线性系数 ｍꎬ土体重度 γꎬ地表荷载 ｑꎬ外摩擦角 δꎬ土体高度 Ｈꎬ墙背倾角 αꎬ土体倾角

β 的增大ꎬ主动土压力 Ｅａ 也相应增大.其中ꎬ土体高度 Ｈꎬ墙背倾角 αꎬ 地表荷载 ｑ 对主动土压力的影响比

较显著.在进行挡土墙设计时ꎬ在满足设计要求的前提下ꎬ可采取减小墙背倾角、地表倾角、地表荷载以及

降低土体高度的方法来减小主动土压力.此外ꎬ主动土压力 Ｅａ 随着地下水位线高度 ｚ０ 的增大而线性增大ꎬ
且趋势比较明显.随着孔隙水压力系数 ｒｕ 的增加ꎬ主动土压力 Ｅａ 显著增大.这说明孔隙水对主动土压力有

很大影响ꎬ建议在富水区域应加强支护ꎬ且应做好防排水措施ꎬ避免挡土墙发生坍塌破坏.
４.３　 破裂角

表 ２ 分析了各参数对挡土墙破裂角的影响.根据已有研究成果[４ꎬ１０－１１]ꎬ其余参数分别为土体高度

Ｈ＝６ ｍꎬ土体重度 γ ＝１６ ｋＮ / ｍ３ꎬ墙背倾角 α＝１０°ꎬ土体倾角 β＝１０°ꎬ外摩擦角 δ＝１０°ꎬ地表荷载ｑ＝２０ ｋＮ / ｍ２ꎬ
非线性系数 ｍ＝２ꎬ初始黏聚力 ｃ０ ＝１５ ｋＰａꎬ孔隙水压力系数 ｒｕ ＝０.５ꎬ水位线高度 ｚ０ ＝ ５ ｍ.从表 ２ 中可以看出ꎬ
挡土墙破裂角 θ 随着非线性系数 ｍ 的增大而减小ꎬ即土体破裂面向远离挡土墙方向扩展ꎬ破坏范围逐渐

增大ꎻ挡土墙破裂角 θ 随着初始黏聚力 ｃ０、 地表荷载 ｑ、孔隙水压力系数 ｒｕ 和地下水位线高度 ｚ０ 的增大而

增大ꎬ即土体破裂面向挡土墙方向靠近ꎬ破坏范围有减小的趋势.这表明土体破坏准则中的非线性参数、地
表荷载以及孔隙水对挡土墙墙背后土体潜在破裂面的位置有较大的影响.
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图 ３　 参数对主动土压力的影响
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表 ２　 参数对挡土墙破裂角 θ 的影响

参数 取值 破裂角 θ / (°)

ｍ

１.５ ３９.８

２.０ ３７.７

２.５ ３６.４

ｃ０ / ｋＰａ
１５.０ ３７.９

２０.０ ４１.９

２５.０ ４４.４

ｑ / (ｋＮ / ｍ２)

０.０ ３７.１

３０.０ ３８.２

６０.０ ３８.９

ｒｕ

０.０ ３７.０

０.３ ３７.５

０.６ ３８.１

ｚ０ / ｍ
０.０ ３６.９

５.０ ３７.９

１０.０ ３９.４

５　 结论

１) 主动土压力 Ｅａ 随着非线性系数 ｍ 的增大而增大ꎬ随初始黏聚力 ｃ０ 的增大而减小ꎬ效果非常明显ꎻ

破裂角 θ 随着初始黏聚力 ｃ０、 地表荷载 ｑ、孔隙水压力系数 ｒｕ 和地下水位线 ｚ０ 的增大而增大ꎬ随着非线性

系数 ｍ 的增大而减小.
２) 随着孔隙水压力系数 ｒｕ 和水位线高度 ｚ０ 的增大ꎬ主动土压力 Ｅａ 增大ꎬ破裂面向靠近挡土墙的方

向移动ꎬ且趋势比较明显.建议在富水区域应加强支护ꎬ且应做好防排水措施ꎬ避免挡土墙发生坍塌破坏.
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