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基于 Ｍｏｇｉ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则的圆形巷道
围岩塑性区分析
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摘　 要:基于 Ｍｏｇｉ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 强度准则推导了两向非等压下的圆形巷道塑性区隐式边界方程ꎬ分析了岩石内聚力、内摩

擦角、中间主应力对塑性区的影响.研究表明:内聚力与内摩擦角均不改变塑性区的形态仅对塑性区的大小有影响ꎬ随着内

聚力的增大ꎬ塑性区的半径逐渐减小ꎬ且随着内聚力的增大ꎬ塑性区半径减小的速度增加ꎻ内摩擦角与塑性区半径变化趋势

相反ꎬ且塑性区半径减小的速度随内摩擦角的增大而减小ꎻ当中间主应力系数小于一定值时ꎬ随着中间主应力系数增大ꎬ塑
性区的半径减小ꎬ当中间主应力系数超过一定值时ꎬ随着中间主应力系数增大塑性区的半径却开始增大.因此在巷道围岩

支护设计中适当考虑中间主应力的作用对巷道围岩的稳定具有重要意义.
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巷道围岩的稳定性与其塑性区有着本质的关联ꎬ塑性区的大小和形态决定着巷道的稳定性ꎬ因此研究

塑性区的范围对围岩支护设计有重要意义.国内外学者关于塑性区的研究已有了丰富的成果.张小波等[１]

以弹塑性力学为理论ꎬ在考虑中间主应力的基础上对巷道围岩塑性区展开了研究ꎻ王卫军等[２]在 Ｍ－Ｃ 强

度准则的基础上ꎬ推导了非等压条件下圆形巷道塑性区边界方程ꎻ郭晓菲等[３] 通过塑性区边界方程得到

了塑性区的形态变化规律ꎻ袁超等[４]研究了岩石力学特性等对塑性区范围和形态的影响ꎻ陈立伟等[５] 通

过岩石的统一强度理论得到了可以描述塑性区边界形态的方程ꎻ张常光等[６－７] 推导了理想弹塑性体塑性

区围岩应力与位移的新解ꎻ马念杰等[８]通过研究围岩偏应力的分布规律得出了偏应力作用下的塑性区半

径表达式ꎻ李宇翔等[９]研究了在非均匀应力场下中间主应力对塑性区的影响并得到了塑性区边界方程的

近似隐式解ꎻ骆开静等[１０]在考虑蠕变下建立了软化模型ꎬ并根据此软化模型对塑性区展开了研究ꎻ陈梁

等[１１]基于 Ｄ－Ｐ 强度准则ꎬ结合考虑岩石流变等对巷道围岩塑性区与破裂区进行了分析讨论ꎻ董海龙

等[１２]在考虑峰后软化的条件下推导了塑性区边界方程ꎬ并结合总荷载不变理论提供了塑性区半径的近似

解.这些研究成果对塑性区的研究有着重要的意义.本文基于 Ｍｏｇｉ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 强度准则研究岩石岩性与中

间主应力对巷道围岩塑性区形态与大小的作用ꎬ研究结果对巷道围岩支护设计具有重要意义.

１　 Ｍｏｇｉ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则

目前大多数学者一般采用 Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 强度准则研究地下工程问题ꎬ实际上ꎬ地下工程岩体处于三

维应力状态ꎬ而 Ｍｏｇｉ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则[１３－１６]是基于大量的真三轴实验所得ꎬ采用 Ｍｏｇｉ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则研究地

下工程问题更加符合实际情况.Ｍｏｇｉ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则在 σ２ ＝σ３(σ２ 为中间主应力ꎬσ３ 为最小主应力)时则退

化成 Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 强度准则.Ｍｏｇｉ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则表示为

τｏｃｔ ＝ ａ ＋ ｂσｍꎬ２ꎻ (１)

τｏｃｔ ＝
１
３

σ１ － σ２( ) ２ ＋ σ２ － σ３( ) ２ ＋ σ１ － σ３( ) ２ ꎻ (２)

σｍꎬ２ ＝
σ１ ＋ σ３

２
. (３)

　 图 １　 Ｍｏｇｉ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则的外形函数

式中:τｏｃｔ为八面体剪应力ꎻａꎬｂ 为材料参数ꎻσｍꎬ２为作用在剪

切面上平均有效正应力.通过式(２)可知ꎬＭｏｇｉ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则

考虑了中间应力 σ２ 的作用.Ｍｏｇｉ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则的外形函数

与 Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 强度准则密切相关ꎬ其外形函数可由图 １
表示.

当 σ２ ＝σ３ 时ꎬ由 Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 强度准则可以得到:

ａ ＝ ２ ３
３

ｃｃｏｓ φꎬｂ ＝ ２ ３
３

ｓｉｎ φ. (４)

式中: φ 为岩石的内摩擦角ꎻｃ 为岩石的内聚力.
为了更好地研究中间主应力的影响ꎬ设定中间主应力系数的表达式为式(５)ꎬ且 ０≤ｄ≤１ꎬ当 ｄ ＝ ０ 时ꎬ

为轴对称的三轴压缩状态ꎻ当 ｄ＝ １ 时ꎬ为轴对称三轴拉伸状态ꎻ当 ０<ｄ<１ 时ꎬ即为真三轴应力状态.

ｄ ＝
σ２ － σ３

σ１ － σ２
. (５)

由式(５)变形可得 σ２ ＝ｄσ１＋(１－ｄ)σ３ꎬ将表达式代入式(１)整理后得到 Ｍｏｇｉ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则如下:
σ１ ＝ Ａσ３ ＋ Ｂ. (６)

Ａ ＝
Ｔ１ ＋ ３ｂ
Ｔ１ － ３ｂ

ꎬＢ ＝ ６ａ
Ｔ１ － ３ｂ

. (７)

式中:Ｔ１ ＝ ２[２(ｄ２－ｄ＋１)] １ / ２ꎬ当中间主应力系数 ｄ＝ ０ 或 １ 时ꎬ则没有考虑中间主应力的影响.

２
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２　 圆形巷道围岩塑性区边界方程计算

２.１　 力学模型

巷道围岩结构复杂ꎬ为了便于理论分析ꎬ对巷道围岩提出以下基本假设:
１)围岩是满足 Ｍｏｇｉ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则的连续、均匀、各向同性的理想弹塑性材料.
２)巷道为深埋巷道且巷道截面为圆形ꎬ巷道半径为 Ｒ０ꎬ巷道无限长ꎬ按平面应变问题处理.
３)巷道围岩处于两向非等压应力场ꎬＰ０ 与 ｋＰ０ 分别为作用在巷道围岩上的垂直与水平应力ꎬｋ 为侧压

力系数ꎬＲｐ 表示塑性区半径ꎬ支护力 Ｐ ｉ 视为均匀分布ꎬｒ 为围岩中任一质点到巷道中心的距离.力学模型

如图 ２ 所示.

图 ２　 力学模型

２.２　 塑性区边界方程求解

目前大多数研究采用近似隐式法来求巷道围岩塑性区的边界方程ꎬ采用近似隐式法求解的巷道围岩

塑性区可以得到不同侧压系数下塑性区的形态ꎬ圆巷围岩塑性形态的变化规律可由其较好地反映出来.所
以本文通过近似隐式法求圆形巷道围岩塑性区边界方程[１７] .

当前还没有精确的解析能分析非均匀应力条件下的圆形巷道围岩的弹塑性区.大多数国内与国外的

学者均是通过假设巷道开挖后围岩仍然处于弹性应力状态这一条件ꎬ结合弹性理论的基础上研究圆形巷

道处于非均匀应力场开挖后的围岩弹性应力ꎬ其表达式为

σｒ ＝
Ｐ０

２
１ ＋ ｋ( ) １ －

Ｒ２
０

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

Ｐ０

２
１ － ｋ( ) １ － ４

Ｒ２
０

ｒ２
＋ ３

Ｒ４
０

ｒ４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ２θ ＋ Ｐ ｉ

Ｒ２
０

ｒ２
ꎻ

σθ ＝
Ｐ０

２
１ ＋ ｋ( ) １ ＋

Ｒ２
０

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

Ｐ０

２
１ － ｋ( ) １ ＋ ３

Ｒ４
０

ｒ４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ２θ － Ｐ ｉ

Ｒ２
０

ｒ２
ꎻ

τｒθ ＝
Ｐ０

２
１ ＋ ｋ( ) １ ＋ ２

Ｒ２
０

ｒ２
－ ３

Ｒ４
０

ｒ４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ２θ.

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(８)

弹性力学中ꎬ求解主应力的表达式为

σ１ ＝
σｘ ＋ σｙ( )

２
＋ １

２
σｘ － σｙ( ) ２ ＋ ４τ２

ｘｙ ꎻ

σ３ ＝
σｘ ＋ σｙ( )

２
－ １

２
σｘ － σｙ( ) ２ ＋ ４τ２

ｘｙ .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(９)

在实际工程中ꎬ巷道围岩受力问题可以作为平面问题处理ꎬ利用转化公式可得到用极坐标表示的各应

力关系式为

３



矿业工程研究 ２０２１ 年第 ３６ 卷

σ１ ＝
σｒ ＋ σθ( )

２
＋ １

２
σｒ － σθ( ) ２ ＋ ４τ２

ｒθ ꎻ

σ３ ＝
σｒ ＋ σθ( )

２
－ １

２
σｒ － σθ( ) ２ ＋ ４τ２

ｒθ .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１０)

围岩应力达到起塑条件后满足 Ｍｏｇｉ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则方程:
ｆ ＝ σ１ － Ａσ３ － Ｂ. (１１)

将 σ１ꎬσ３ 代入式(１１)后令 ｆ＝ ０ 可得

１
２

１ ＋ Ａ( ) σｒ － σθ( ) ２ ＋ ４τ２
ｒθ － １

２
(σｒ ＋ σθ)(Ａ － １) － Ｂ ＝ ０. (１２)

通过化解后得到塑性区边界隐形方程为

Ｇ ｒ( ) ＝ ｍ０ ＋ ｍ１

Ｒ２
０

ｒ２
＋ ｍ２

Ｒ４
０

ｒ４
＋ ｍ３

Ｒ６
０

ｒ６
＋ ｍ４

Ｒ８
０

ｒ８
. (１３)

式中:
ｍ０ ＝ １ / ４[(Ｔ１＋３ｂ) / (Ｔ１－３ｂ)＋１] ２(ｋ－１) ２Ｐ０

２ －[(Ｔ１ ＋３ｂ) / (Ｔ１ －３ｂ) －１] ２(ｋ＋１) ２Ｐ０
２ －[(Ｔ１ ＋３ｂ) / (Ｔ１ －

３ｂ)－１][６ａ / (Ｔ１－３ｂ)](ｋ＋１)Ｐ０－[６ａ / (Ｔ１－３ｂ)] ２ꎻ

ｍ１ ＝ １ / ４[(Ｔ１＋３ｂ) / (Ｔ１－３ｂ)＋１] ２[２(ｋ－１)Ｐ０(２Ｐ ｉ－ｋＰ０－Ｐ０)ｃｏｓ ２θ－４(ｋ－１) ２Ｐ０
２(２ｃｏｓ２ ２θ－１)]＋[(Ｔ１＋

３ｂ) / (Ｔ１－３ｂ)－１] ２(ｋ２－１)Ｐ０
２ｃｏｓ ２θ＋２[(Ｔ１＋３ｂ) / (Ｔ１－３ｂ)－１][６ａ / (Ｔ１－３ｂ)](ｋ－１)Ｐ０ｃｏｓ ２θꎻ

ｍ２ ＝ １ / ４[(Ｔ１＋３ｂ) / (Ｔ１－３ｂ) ＋１] ２ [( ｋＰ０ ＋Ｐ０ －２Ｐ ｉ) ２ ＋４( ｋ－１)Ｐ０( ｋＰ０ ＋Ｐ０ －２Ｐ ｉ) ｃｏｓ ２θ＋２( ｋ－１) ２Ｐ０
２

(６ｃｏｓ２ ２θ－１)]－[(Ｔ１＋３ｂ) / (Ｔ１－３ｂ)－１] ２(ｋ－１) ２Ｐ０
２ｃｏｓ２ ２θꎻ

ｍ３ ＝ ３ / ２[(Ｔ１＋３ｂ) / (Ｔ１－３ｂ)＋１] ２(ｋ－１)Ｐ０[－(ｋ＋１)Ｐ０ｃｏｓ ２θ＋２Ｐ ｉｃｏｓ ２θ－２(ｋ－１)Ｐ０]ꎻ

ｍ４ ＝ ９ / ４[(Ｔ１＋３ｂ) / (Ｔ１－３ｂ)＋１] ２(ｋ－１) ２Ｐ０
２ .

式(１３)即为基于 Ｍｏｇｉ－Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则下的近似隐式法所得的巷道围岩塑性区边界方程.将侧压力系数

ｋ＝ １ 代入式(１３)ꎬ即可得到均匀应力场下塑性区边界方程ꎬ当侧压力系数 ｋ≠１ 时可求出非均匀应力场下

的塑性区半径表达式.

３　 算列分析

３.１　 内聚力对巷道围岩塑性区的影响

设定一定的圆形巷道围岩力学参数:取巷道半径 Ｒ０ ＝ ２ ｍꎬ原岩地应力 Ｐ０ ＝ １８ ＭＰａꎬ支护力 Ｐ ｉ ＝

０.７５ ＭＰａꎬ内摩擦角 φ＝ ２５°ꎬ中间主应力系数 ｄ＝ ０ꎬ将参数代入式(１３)可以得到侧压系数 ｋ ＝ １ꎬｋ ＝ ０.７ꎬｋ ＝
０.３ 这 ３ 个不同条件下的内聚力对巷道围岩塑性区的影响如图 ３ 所示.由图 ３ 可知ꎬ在相同侧压力系数下ꎬ
随着内聚力的增大ꎬ塑性区形态没有发生改变但巷道围岩塑性区的半径减小ꎬ且随着内聚力增大ꎬ塑性区

半径减小的速度增大.此外ꎬ相同内聚力条件下ꎬ随着侧压系数 ｋ 的增大ꎬ水平轴上的塑性区半径越来越

大ꎬ竖轴上的塑性区半径越来越小.

图 ３　 内聚力与巷道围岩塑性区的关系

４
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３.２　 内摩擦角对巷道围岩塑性区的影响

巷道半径 Ｒ０ ＝ ２ ｍꎬ原岩地应力 Ｐ０ ＝ １８ ＭＰａꎬ支护力 Ｐ ｉ ＝ ０.７５ ＭＰａꎬ内聚力 ｃ＝ ２ ＭＰａꎬ中间主应力系数

ｄ＝０ꎬ将各力学参数代入式(１３)可以得到侧压系数 ｋ＝ １ꎬｋ＝ ０.７ꎬｋ＝ ０.３ 这 ３ 个不同条件下的内摩擦角与巷

道围岩塑性区的关系如图 ４ 所示.由图 ４ 可知ꎬ内摩擦角的变化不改变塑性区的形态但影响塑性区的大

小ꎬ内摩擦角与塑性区的大小变化趋势相反ꎬ并且随着内摩擦角的增大ꎬ塑性区半径减小的速度减小.

图 ４　 内摩擦角与巷道围岩塑性区的关系

３.３　 中间主应力系数对巷道围岩塑性区的影响

巷道半径 Ｒ０ ＝ ２ ｍꎬ原岩地应力 Ｐ０ ＝ １８ ＭＰａꎬ支护力 Ｐ ｉ ＝ ０.７５ ＭＰａꎬ内摩擦角 φ＝ ２５°ꎬ侧压力系数 ｋ＝ １.

将参数代入式(１３)可得到中间主应力系数与塑性区半径的关系如图 ５ 所示.由图 ５ 可知ꎬ当 ０≤ｄ≤０.７
时ꎬ随着中间主应力系数的增加ꎬ塑性区的半径逐渐减小ꎬ当 ｃ ＝ ２ 时ꎬ塑性区半径由 ３.６８８ 减小至 ３.０８８ꎬ
ｃ＝ ２.４ 时ꎬ塑性区半径由 ３.５６３ 减小至 ３.０１２ꎬｃ＝ ３.２ 时ꎬ塑性区半径由 ３.２６５ 减小至 ２.７８９ꎬｃ＝ ４ 时ꎬ塑性区

半径由 ２.８５１ 减小至 ２.４４５ꎻ当 ０.７≤ｄ≤１ 时ꎬ随着中间主应力系数的增加ꎬ塑性区的半径却呈现出增长趋

势ꎬ当 ｃ＝ ２ 时ꎬ塑性区半径由 ３.０８８ 减增加至 ３.１５３ꎬｃ ＝ ２.４ 时ꎬ塑性区半径由 ３.０１２ 增加至 ３.０６１ꎬｃ ＝ ３.２
时ꎬ塑性区半径由 ２.７８９ 增加至 ２.８４５ꎬｃ＝ ４ 时ꎬ塑性区半径由 ２.４４５ 增大至 ２.４９３.说明中间主应力对巷道

围岩塑性区半径的影响具有区间效应.因此ꎬ在一定范围内增大中间主应力系数对巷道围岩的变形与塑性

区的扩展具有一定的抑制作用.

图 ５　 中间主应力系数与塑性区半径的关系

４　 结论

１)内聚力与内摩擦角均不改变围岩塑性区的形态但对塑性区的大小产生不同的影响.内聚力与内摩

擦角均与塑性区的大小呈负相关ꎬ但是随着内聚力的增大ꎬ塑性区半径减小的程度越大.而随着内摩擦角

的增大ꎬ塑性区半径减小的程度越来越缓慢.
２)中间主应力对巷道围岩塑性区有重要影响ꎬ当中间主应力系数小于 ０.７ 时ꎬ塑性区半径随着中间主

５
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应力系数的增大而减小ꎬ当中间主应力系数大于 ０.７ 时塑性区半径随着中间主应力系数的增大而增大.因
此在一定范围内增大中间主应力系数对巷道围岩的变形与塑性区的扩展具有一定的抑制作用.
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