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摘　要：为了研究节理面处锚杆的剪切变形机制，建立了节理岩体中锚杆的受力模型，对锚杆在节理面处的剪切变形
进行了理论分析，利用单位载荷法推导了节理面处锚杆竖向位移与载荷、节理宽度、材料性质间的关系．理论分析表明，节
理岩体中锚杆的剪切变形过程为：小挠度变形阶段、弹塑性剪切变形阶段、塑性铰阶段；剪切变形至塑性铰阶段时，节理面

处杆体将出现两个塑性铰；节理面处锚杆具有一段结构对称、载荷反对称部分；节理宽度对节理处杆体的弹性区、弹塑性区

的分界面位置存在线性影响．
关键词：节理岩体；锚杆；剪切变形；弹塑性

中图分类号：ＴＤ３５３．６　　　文献标志码：Ａ　　　文章编号：１６７４－５８７６（２０１６）０３－０００８－０７

Ｍｅｃｈａｎｉｓｍａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｈｅａｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｊｏｉｎｔ
ｂｏｌｔｂａｓｅｄｏｎｅｌａｓｔｉｃ－ｐｌａｓｔｉｃｔｈｅｏｒｙ

ＭＡＣｈａｏｆｕ１，ＦＥＮＧＴａｏ１，ＹＡＯＱｉ１，ＷＡＮＧＰｉｎｇ２，ＬＩＡＯＺｅ１

（１．ＳｃｈｏｏｌｏｆＥｎｅｒｇｙａｎｄＳａｆｅｔｙＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＨｕｎａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｘｉａｎｇｔａｎ４１１２０１，Ｃｈｉｎａ；

２．ＳｃｈｏｏｌｏｆＲｅｓｏｕｒｃｅｓａｎｄＳａｆｅｔｙＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＣｅｎｔｒａｌＳｏｕｔｈＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈａｎｇｓｈａ４１００８３，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅｓｔｒｅｓｓｉｎｇｍｏｄｅｌｏｆａｎｃｈｏｒｂｏｌｔｉｎｊｏｉｎｔｅｄｒｏｃｋｍａｓｓｉｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅｓｈｅａｒ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｍｅｃｈａｎｉｓｍｏｆｊｏｉｎｔｅｄｒｏｃｋｂｏｌｔｓ，ａｎｄｔｈｅｓｈｅａｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎａｔｔｈｅｊｏｉｎｔｓｉｓａｎａｌｙｚｅｄｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｌｙ．
Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓｂｅｔｗｅｅｎｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄｌｏａｄ，ａｎｄｊｏｉｎｔｗｉｄｔｈａｎｄｍａｔｅｒｉａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆａｎｃｈｏｒｂｏｌｔｉｎ
ｔｈｅｖｉｃｉｎｉｔｙｏｆｔｈｅｊｏｉｎｔｐｌａｎｅａｒｅｄｅｄｕｃｔｅｄ．Ｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｓｈｅａｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆ
ａｎｃｈｏｒｂｏｌｔｉｎｊｏｉｎｔｅｄｒｏｃｋｈａｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｔａｇｅｓ，ｉ．ｅ．ｓｍａｌｌｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｔａｇｅ，ｅｌａｓｔｉｃ－ｐｌａｓｔｉｃ
ｓｈｅａｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｔａｇｅ，ａｎｄｐｌａｓｔｉｃｈｉｎｇｅｓｔａｇｅ．Ｉｎｐｌａｓｔｉｃｈｉｎｇｅｓｔａｇｅ，ｔｗｏｐｌａｓｔｉｃｈｉｎｇｅｓｗｉｌｌａｐｐｅａｒｏｎｔｈｅ
ａｎｃｈｏｒｂｏｌｔｎｅａｒｔｈｅｊｏｉｎｔｐｌａｎｅ．Ｔｈｅａｎｃｈｏｒｂｏｌｔｈａｓａｓｅｃｔｉｏｎｏｆｂｏｄｙｏｆｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｎｄａｎｔｉ－
ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｌｏａｄｎｅａｒｔｈｅｊｏｉｎｔｐｌａｎｅ．ＴｈｅｊｏｉｎｔｗｉｄｔｈｈａｓｌｉｎｅａｒｅｆｆｅｃｔｏｎＩｎｔｅｒｆａｃｅｐｏｓｉｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｅｌａｓｔｉｃ
ｒｅｇｉｏｎａｎｄｅｌａｓｔｉｃ－ｐｌａｓｔｉｃｒｅｇｉｏｎｎｅａｒｔｈｅｊｏｉｎｔ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｊｏｉｎｔｅｄｒｏｃｋ；ａｎｃｈｏｒｂｏｌｔ；ｓｈｅａｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ；ｅｌａｓｔｉｃ－ｐｌａｓｔｉｃ

随着锚杆支护技术的发展与日渐成熟，锚杆支护已经成为我国矿井支护的主要方式．但由于能源消耗
量和开采强度的加大，国内的矿井开采对象已经由浅部资源向深部资源、简单赋存条件转向复杂赋存条

件．在深部工程岩体的复杂条件及环境下，锚杆支护失效问题出现多样化，如：拉断破坏、扭曲破坏、剪弯破
坏、剪断破坏［１］．

针对锚杆的拉断破坏问题，近年来锚杆已经从低强度向高强度发展［２］、由低延伸率向大延伸率发
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展［３］．在锚杆剪弯、剪断破坏问题上，国内外学者做了大量研究：其中葛修润等［４］对加锚节理面的锚杆抗

剪性能进行了理论与试验研究，探讨了锚杆安装角对加锚节理面抗剪强度的影响；张伟等［１，５］分析了节理

岩体中锚杆的综合变形，并通过试验研究了预应力锚杆对节理面的抗剪性能；王刚等［６］通过数值模拟对

双曲线锚杆本构模型在岩体节理面处受剪切作用的力学响应进行了研究；Ｙｏｓｈｉｎａｋａ［７］，Ｓｐａｎｇ［８］，Ｆｅｒｒｅｒｏ［９］

等分别对加锚岩体进行了不同形式的剪切试验．国内外学者对加锚节理面岩体抗剪强度及影响因素做了
大量研究，对锚杆支护机理的发展与完善做出了贡献，但是对加锚节理岩体中锚杆自身材料的力学响应的

研究存在不足．本文建立了端部锚固方式下节理岩体中锚杆的受力模型，然后利用弹塑性理论对锚杆在节
理面处的剪切变形机理进行了理论分析，旨在为在节理面处的锚杆支护提供参考．

１　节理围岩中锚杆受力模型
图１为节理岩体中端部锚固锚杆受力模型．锚杆水平布置，其受力有：上下部边界载荷、锚杆外端托盘

及螺母的预紧力Ｐ，锚孔底部的锚固剂段轴向力分布力 ｐ．锚杆与孔壁的间隙宽为 ｅ１，节理及夹层总宽度
为ｅ２．假设围岩体中的节理角度与锚杆轴向垂直．该锚杆受力模型中存在垂直边界载荷和垂直节理，节理
两侧受力不均衡时，模型中将出现左右岩块沿节理面相对滑动的趋势．

图１　节理岩体端锚锚杆受力模型

２　锚杆剪切变形分析
２．１　锚杆材料性质

对于矿井中常用的锚杆，一般选用牌号为 Ｑ２３５，ＨＲＢ３３５，ＨＲＢ４００，ＨＲＢ５００等钢材，这些锚杆的应
力－应变曲线均满足图２ａ普通锚杆应力－应变曲线．为简化问题，在此将其简化为图２ｂ理想弹塑性锚杆
应力－应变曲线，其应力－应变满足关系如下：

σ＝
Ｅε，｜ε｜≤εｓ；

σｓｓｉｎε，｜ε｜＞εｓ
{ ．

（１）

式中，Ｅ：材料弹性模量；εｓ：材料的屈服应变；σｓ：材料的屈服应力．

图２　锚杆应力－应变曲线

９
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２．２　锚杆剪切变形弹塑性分析
由图１锚杆受力模型可知，锚杆在孔底通过锚固剂锚固，孔口处通过托盘及螺母紧固．
当该区域围岩中节理两侧受力不均衡时，左右两岩块体将产生相对滑动．锚杆与孔壁间存在一定间

隙，故右块体将首先相对向下滑动至与节理外杆体接触．块体与锚杆接触时，杆体所受的横向载荷为ｑ．此
时杆体开始受到横向载荷的作用，假设预紧力Ｐ，轴向力分布力ｐ对杆体弯矩影响相对于横向载荷ｑ可忽
略，且假设岩块相对滑动中保持完整不破碎，则该锚杆的受力情况可简化为一受均布载荷作用的悬臂梁．
见图３锚杆起始受力简化图．

右块体接触锚杆后继续滑移，锚杆会随着右块体的滑移产生挠曲，直至截面Ｃ处杆体接触孔壁，此时
Ｃ，Ｄ２处杆体均接触孔壁，此刻即为开始产生剪切变形的临界点．见图４锚杆受剪切载荷段示意图．

节理围岩中端锚锚杆的变形分为３个阶段：小挠度变形阶段、弹塑性剪切变形阶段、塑性铰阶段．

图３　锚杆起始受力简化图

２．２．１　小挠度变形阶段
如图３ｂ所示，锚杆的弯矩方程［１０］为

Ｍ（ｘ）＝
ＡＤ段：－ｑｌ１（ｌ－ｘ－

ｌ１
２），（ｘ＜ｌ－ｌ１）；

ＤＢ段：－ｑ２（ｌ－ｘ）
２，（ｘ≥ｌ－ｌ１）

{ ．
（２）

其挠曲线微分方程为

ｄ２ｖ
ｄｘ２
＝－Ｍ（ｘ）ＥＩ ． （３）

式（３）中的正负号取决于挠曲线所选用的坐标系．将式（２）带入式（３），且有边界条件ｘ＝０，θＡＤ（Ａ）＝０，
υＡＤ（Ａ）＝０，可得锚杆转角及挠曲线方程依次为

ＡＤ段
θＡＤ ＝

ｑｌ１
ＥＩ ｌ－

ｌ１( )２ ｘ－ｘ
２

[ ]２ ；
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ｑｌ１
ＥＩ ｌ－

ｌ１( )２ ｘ
２

２－
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（ｘ＜ｌ－ｌ１） （４）

ＢＤ段
θＢＤ ＝

ｑ
２ＥＩｌ

２ｘ－ｌｘ２＋ｘ
３

３( )＋Ｃ；

υＢＤ ＝
ｑ
２ＥＩ

ｌ２
２ｘ

２－ｌ３ｘ
３＋ｘ

４

１２( )＋Ｃｘ＋Ｄ{ ．
（ｘ≥ｌ－ｌ１）． （５）

上式中ＥＩ为弯曲刚度，式（５）中的Ｃ，Ｄ为待定系数，可通过Ｄ点处的边界条件求得．
该小挠度变形阶段主要是：锚杆 ＢＤ段受到右块体滑移时的作用力，杆体发生挠曲变形，然后杆体开

始与孔壁接触，此时杆体上的Ｃ，Ｄ处即与孔壁接触．此时杆体Ｃ处的挠度可由式（４）得到．由图１可知杆
体与孔壁的间隙宽度为ｅ１，此时若｜υＡＤ（Ｃ）｜≥ｅ１，则说明杆体从开始受力到接触孔壁的过程中在弹性范
围内，工程中ｅ１一般很小，所以该阶段的挠曲变形在弹性范围内．
２．２．２　弹塑性剪切变形阶段

经过小挠度变形弯曲变形后，ＡＣ段杆体在靠近节理侧的 ＦＣ段杆体与孔壁贴合挤压，因此受到孔壁
的反作用力；与此同时 ＤＢ段靠近节理侧 ＤＥ杆体与 ＦＣ段情况相同，但其所受载荷方向相反．ＥＦ段杆体
及其载荷分布情况见图４．
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图４　锚杆受剪切载荷段示意图

图５　剪切段杆体简化超静定梁示意图

２．２．２．１　剪切段整体杆体的弹性分析
一般节理面两侧岩性相同，根据其受力特点可知，在节理面附近存在一段结构对称、载荷反对称杆体，

在此令该段杆体为ＥＦ段，其总长为ｌ０，其中点为Ｏ点截面．锚杆与孔壁刚贴合孔壁时，杆体仍处于弹性状
态，因此孔壁介质对锚杆产生的反力符合 Ｗｉｎｋｌｅｒ假设［４］，故处于弹性变形阶段的孔壁对锚杆的反作用

力：ｑ１ ＝ｋｑ（ｋ为反力系数），反力系数ｋ的大小取决于岩石自身的物理力学性质．
此阶段ＥＦ段杆体可简化为两端固定、杆体上承受反对称载荷的超静定梁．ＥＦ段杆体在刚接触孔壁

时仍处于线弹性状态，故可利用卡氏定理［１０］求解该静不定梁的多余约束．ＥＦ段杆体的等效超静定梁示意
图见图５ａ．其求解过程如下：

首先，选取相当系统．ＥＦ具有３个多余约束，由于之前轴向力已忽略不计，因此只有２个多余约束．其
多余约束及相当系统见图５ｂ．

其次，由图５ｂ可得梁上任一截面的弯矩方程及其对多余约束的偏导数为
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然后，设Ｅ截面在ＦＥｙ，ＭＥ方向作用下的位移分别为Δ１，Δ２，由卡氏定理，得
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ＦＥｙｘ＋ＭＥ－ｑ１ｌ１ ｘ－
ｌ１( )２ ＋１２ｑ１（ｘ－ｌ１－ｅ２）

２
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１
ＥＩ
ｌ３０
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４
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４
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３
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２
０ｌ
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＝∫
ｌ１

０

ＦＥｙｘ＋ＭＥ－
１
２ｑ１ｘ

２

ＥＩ ｄｘ＋∫
ｌ１＋ｅ２

ｌ１

ＦＥｙｘ＋ＭＥ－ｑ１ｌ１（ｘ－
ｌ１
２）

ＥＩ ｄｘ＋

∫
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式中ｌ２ ＝ｌ１＋ｅ２．根据位移条件，当ＥＦ段杆体刚接触孔壁时Ｆ端的位移为０，即有Δ１ ＝Δ２ ＝０，可得多
余约束有

ＦＥｙ＝－
ｑ１
２ｌ３０
Φ Ｆ（ｌ），ＭＥ ＝

ｑ１
４ｌ２０
Φ Ｍ（ｌ）． （９）

式中ΦＦ（ｌ），ΦＭ（ｌ）为ｌ的多项式，其中
ΦＦ（ｌ）＝３ｌ

４
０－ｌ

４
１－ｌ

４
２－２ｌ

３
０ｌ１＋６ｌ

２
０ｌ
２
２－８ｌ

３
０ｌ２，Φ Ｍ（ｌ）＝３ｌ

４
０－ｌ

４
１－ｌ

４
２－２ｌ

２
０ｌ
２
１＋６ｌ

２
０ｌ
２
２－８ｌ

３
０ｌ２．

由式（８）和式（１０）可得ＥＦ段杆体的中点Ｏ截面的弯矩为ＭＯ ＝０．在Ｏ点截面处的弯矩为零可进一
步验证ＥＦ段对称杆体上分布的反对称载荷的作用．
２．２．２．２　等效剪切段杆体的弹塑性分析

节理面两侧反对称载荷段的杆体具有结构对称、载荷反对称的特点，故可利用其对称性对其弹塑性阶

段挠曲变形进行简化［１１］．结合之前的分析，其杆体的等效受力图及简化后的等效结构见图６．

图６　等效结构示意图

简化后的等效结构为静定悬臂梁．图６ｂ悬臂梁的弯矩方程为
ＯＤ段Ｍ（ｘ）＝０； （１０）

ＤＥ段Ｍ（ｘ）＝
ｑ１
２（ｘ－

ｅ２
２）

２． （１１）

根据弯矩方程可知最大弯矩产生在Ｅ点处．故整个ＯＥ段将在Ｅ点截面处首先出现塑性变形．由于该

梁为圆形截面，故其弹性极限弯矩及塑性极限弯矩依次为：Ｍｓ＝
πｒ３
４σｓ，Ｍｕ＝

４πｒ３
３σｕ．当ｑ１≤

２Ｍｓ
ｌ２１
时，整

个梁均处于弹性状态；当ｑ１ ＝
２Ｍｓ
ｌ２１
时，Ｅ点截面处于弹性极限状态；当

２Ｍｓ
ｌ２１
＜ｑ１ ＜

２Ｍｕ
ｌ２１
时，梁上Ｅ点截面

附近
２Ｍｓ
ｑ槡１
＋
ｅ２
２＜ｘ≤

ｌ０
２区间处于弹塑性状态，该段梁截面靠近中性轴区域为弹性区，靠近截面边缘区域

为塑性区，在０≤ｘ≤
２Ｍｓ
ｑ槡１
＋
ｅ２
２区间处于弹性状态；当ｑ１≥

２Ｍｕ
ｌ２１
时，Ｅ点处达到塑性极限状态，Ｅ点处截

面形成塑性铰．由上述区间关系可以得出：在杆体材料参数与所受载荷均确定时，节理宽度ｅ２对节理面处
杆体的弹性区与弹塑性区的分界面位置存在线性影响，随着节理宽度的增加，分界面会向着远离节理的方

向移动．
１）当ＥＦ梁整体处于弹性状态时，根据其弯矩方程可以得出其挠度：
ＯＤ段υＯＤ ＝０； （１２）

ＤＥ段υＤＥ ＝－
ｑ１
２ＥＩ（

ｘ４
１２－

ｅ２
６ｘ

３＋
ｅ２２
８ｘ

２）． （１３）

２）当 ＥＦ梁上部分出现弹塑性区域时，对于理想弹塑性圆截面梁的曲率 Ｋ和弯矩 Ｍ存在以下
关系［１２］：

Ｋ＝

Ｍ
ＥＩ，弹性段；

Ｋｓ

３－２｜Ｍ｜Ｍ槡 ｓ

ｓｉｎＭ，弹塑性段










．

（１４）

２１



第３期 马超甫，等：基于弹塑性理论的节理处锚杆剪切变形机理分析

式中Ｋｓ＝Ｍｓ／ＥＩ．

图７　Ｈ点虚拟载荷弯矩图

利用虚功原理中的单位载荷法［１０］可以确定 ＥＦ段梁上任意截面
处的竖向位移．设Ｈ点为梁上一点，其距Ｏ点距离为ｘ１，在Ｈ点截面
处施加单位载荷Ｆｋ ＝１．见图７虚拟载荷弯矩图．

当０≤ｘ≤
２Ｍｓ
ｑ槡１
＋
ｅ２
２时，Ｈ点的竖向位移为

ΔＨ ＝∫
ｌ０／２

０
ＭＫｄｘ＝∫

２Ｍｓ／ｑ槡 １＋ｅ２／２

ｘ１

ｑ１（ｘ－ｅ２／２）
２（ｘ－ｘ１）

２ＥＩ ｄｘ＋∫
ｌ０／２

２Ｍｓ／ｑ槡 １＋ｅ２／２

Ｋｓ（ｘ－ｘ１）

３－ｑ１（ｘ－ｅ２／２）
２／Ｍ槡 ｓ

ｄｘ＝

ｑ１
２ＥＩ

ｍ４
４－

（ｘ１＋ｅ２）ｍ
３

３ ＋
（ｅ２ｘ１＋ｅ

２
２／４）ｍ

２

２ －
ｅ２２ｘ１ｍ
４ ＋

ｘ４１
１２－

ｅ２ｘ
３
１

６ ＋
ｅ２２ｘ

２
１[ ]８ ＋

ＫＳ
ＭＳ
ｑ槡１

３Ｍｓ
ｑ１
－ｌ

槡
２
１＋（

ｅ２
２－ｘ１）（ａｒｃｓｉｎ

ｑ１ｌ
２
１

３Ｍ槡 ｓ
－ａｒｃｓｉｎ槡６３）－

Ｍｓ
ｑ槡

[ ]
１

． （１５）

式（１５）中ｍ＝ ２Ｍｓ／ｑ１＋
ｅ２

槡 ２．

当
２Ｍｓ
ｑ槡１
＋
ｅ２
２ ＜ｘ≤

ｌ０
２时，Ｈ点的竖向位移为

ΔＨ ＝∫
ｌ０／２

０
ＭＫｄｘ＝∫

ｌ０／２

ｘ１

Ｋｓ（ｘ－ｘ１）

３－ｑ１（ｘ－ｅ２／２）
２／Ｍ槡 ｓ

ｄｘ＝Ｋｓ
Ｍｓ
ｑ槡１

３Ｍｓ
ｑ１
－ｌ

槡
２
１－

３Ｍｓ
ｑ１
－（ｘ１－

ｅ２
２）槡

[ ]２ ＋

Ｋｓ
Ｍｓ
ｑ槡１
（
ｅ２
２－ｘ１）（ａｒｃｓｉｎ

ｑ１ｌ
２
１

３Ｍ槡 ｓ
－ａｒｃｓｉｎ

ｘ１－
ｅ２
２

３Ｍｓ／ｑ槡 １

）． （１６）

图８　锚杆剪切变形图

３）当Ｅ点处截面达到塑性极限状态时，该截面处将
形成塑性铰，成为机构，丧失承载能力．ＥＦ段杆体具有对
称结构及反对称载荷的特征，ＥＦ段杆体上将在对称位置
出现２个转向相反的塑性铰，如图８所示．然而，以上分
析为了简化力学模型均以理想弹塑性材料锚杆为基础进

行分析，实际锚杆存在塑性强化阶段，即在此阶段仍然具

有一定的承载能力．
２．３　算例

基于ＭＡＴＬＡＢ平台对锚杆上Ｈ点的竖向位移与节理宽度间的关系、以及Ｈ点的竖向位移与距节理的
距离的关系进行了运算．算例选用 Ｑ２３５牌号钢材、直径２０ｍｍ锚杆，选取材料性质及载荷等固定参数
ＥＩ＝１．５７×１０３Ｎ·ｍ２，ｑ１ ＝３００Ｎ／ｍ，ｌ１ ＝１ｍ，分别以节理宽度ｅ２，距节理的距离ｘ１为变量．得出参数
间关系见图９和图１０．

　　　　　　图９　锚杆应力－应变曲线　　　　　　　　　　　图１０　竖向位移与距节理距离的关系
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由图９可知，在Ｈ点位置确定的情况下，Ｈ点的竖向位移随着节理宽度的增加而减小．由图１０可知，
在节理宽度确定的情况下，Ｈ点距离节理的距离越远，竖向位移越小．

３　结论
１）节理与端锚锚杆轴线垂直时，锚杆的剪切变形过程有：小挠度变形阶段、弹塑性剪切变形阶段、塑

性铰阶段．
２）端锚锚杆在节理面附近存在结构对称、载荷反对称段部分，且节理宽度对节理面处杆体弹性、弹塑

性区域分界面位置有影响：随着节理宽度的增加，弹性区与弹塑性区的分界面会向着远离节理面的方向

移动．
３）对于理想弹塑性锚杆，提出了在垂直节理面附近锚杆竖向位移与载荷、节理宽度、材料性质间的弹

塑性力学解．
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