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摘　要：软岩巷道底板岩体在边墙两侧松动围岩的作用下产生塑性变形是软岩巷道产生底鼓现象的主要原因之一，底
板极限承载力是判断是否发生底鼓的理论依据．借助极限分析上限法，在软岩巷道底板塑性区域建立满足力学边界条件的
机动场，推导出底板极限承载力的上限解公式；运用极限分析下限法，以屈服条件和平衡方程为基础，建立静力场推导出底

板极限承载力的下限解公式．所推导出的底板极限承载力上限解、下限解相等，进而得到软岩巷道底板极限承载力精确解．
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巷道顶底板和两帮岩体变形并向巷道内移动，底板向上隆起的现象称之为底鼓［１］．软岩巷道底板岩
体在边墙两侧松动围岩的作用下产生塑性变形是软岩巷道产生底鼓现象的主要原因之一．软岩巷道底板
极限承载力是判断软岩巷道是否发生底鼓的理论依据：当作用于底板的荷载大于其极限承载力时，底板岩

体进入塑性流动状态进而产生底鼓现象．
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钟新谷［２－４］利用岩土塑性力学理论中的滑移线法分析了松软围岩巷道产生底鼓机理，推导出底板极

限承载力公式，提出底板角锚杆防治底鼓的方法，确定了锚杆的支护参数．从极限分析理论来看，滑移线法
所求出的极限荷载解既没有证明符合上限定理，也没有证明符合下限定理，故不能认为是上限解，也不能

认为是下限解．所以滑移法解不一定是精确解．
极限分析方法是以塑性上下限定理为理论依据的稳定性分析方法，由上限定理通过构筑运动许可的

速度场界定真实解的上限，由下限定理通过构筑全局静力许可的应力场界定真实解的下限，从而限定真实

解的严格范围［５］．
本文借助上限定理极限分析法，在底板塑性区域建立满足力学边界条件的机动场，推导出底板极限承

载力的上限解公式；运用下限定理极限分析法，以屈服条件和平衡方程为基础，建立静力场，推导出底板极

限承载力的下限解公式．所推导出的底板极限承载力上限解、下限解相等，且与已有研究成果———底板极
限承载力滑移线解的公式一致，进而得到软岩巷道底板极限承载力精确解．

１　上限定理极限分析法
为便于分析，认为底板岩体为均质库伦－莫尔材料且不考虑其自重，忽略松动围岩与底板在水平方向的

摩擦力．将巷道松动围岩作用于底板的压力简化为条形荷载，则巷道底板相当于承受承受条形荷载的地基．

图１　普朗特尔机动场

　　上限定理就是假定的破坏机构的外荷载所做的功
（率）大于其内部能量的损耗（率），则土（岩）体不能承受

所施加的荷载．对于一有效破坏机构，令外力做的功（率）
等于内功（率），则可求出极限荷载的一个不安全上限［６］．
运用上限定理求解极限荷载上限的方法是：建立机动场，

根据虚功率原理求解上限解．
当巷道底板岩体应力状态达到或超过库伦 －莫尔屈

服条件，底板岩体进入塑性流动状态．在底板岩层处建立
Ｐｒａｎｄｔｌ机动场，如图１所示．

ＡＢＣ区，ＤＥＦ区，ＢＤＧ区为均匀速度场，ＢＣＧ区，ＤＧＦ
区为非均匀速度场［７］．ＡＣＧＦＥ为刚塑性区分界线，故 ＡＣ，
ＣＧ，ＧＦ，ＥＦ均为速度间断线．

先分析ＤＥＦ区．ＤＥＦ区为均匀速度场，速度用ｖ′０表示．ＥＦ为速度间断线，ＥＦ左侧速度为ｖ′０，右侧速
度为零，故质点通过ＥＦ速度的改变即为ｖ′０．而质点从一个速度区域穿过间断线进入到另一个速度区时，
速度改变Δｖ方向与速度间断线成φ角［８］．由图１可知∠ＤＥＦ＝π／２－φ，而ｖ′０与ＥＦ边成φ角，所以ｖ′０
垂直于ＥＦ边．所以ＡＢＣ区、ＤＥＦ区在上部松动围岩作用下分别垂直ＢＣ、ＤＦ边运动，速度大小为ｖ′０．

再分析变形楔体 ＤＧＦ．将 ＤＧＦ分成 ｎ个刚体三角形，则每个刚体三角形的顶角为 Δθ＝ θｎ，其中

∠ＧＤＦ＝θ，如图２所示．图中ｖ０，ｖ１，ｖ２…ｖｎ表示相对应的刚体三角形的速度．ＧＦ为速度间断线，当Δθ足够
小时，ｖ０，ｖ１，ｖ２…ｖｎ必垂直ＤＦ，ＤＪ，ＤＫ，ＤＫ，ＤＬ…ＤＭ．故变形楔体ＤＧＦ，ＡＢＣ分别绕Ｄ点与Ｂ点转动．

建立图３的几何关系图．Δｖ表示速度在速度间断线处的改变量．

　　　图２　变形楔体　　　　　　　　　　　　　　　　图３　速度图

２３
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δｕ与δｖ表示Δｖ在ＤＪ方向和ＤＪ垂直方向上的分量．当Δθ足够小时，有：
ｖ１ ＝ｖ０＋δｖ； （１）
δｕ＝ｖ０Δθ． （２）
而在δｕ，δｖ与Δｖ组成的三角形内，有：
δｖ＝δｕｔａｎφ． （３）
综合式（２）～式（４），可得：
ｖ１ ＝ｖ０（１＋Δθｔａｎφ）． （４）
同理可得：

ｖ２ ＝ｖ１（１＋Δθｔａｎφ）． （５）
依次类推可得：

ｖｎ ＝ｖｎ－１（１＋Δθｔａｎφ）． （６）
则第ｎ个刚体三角形的速度可表示为
ｖｎ ＝ｖ０（１＋Δθｔａｎφ）

ｎ． （７）
当ｎ→∞时，有：

ｖ＝ｌｉｍ
ｎ→∞
ｖ０（１＋

θｔａｎφ
ｎ ）

ｎ ＝ｖ０ｅｘｐ（θｔａｎφ）． （８）

式中，ｖ：角度为θ时的速度．

根据上述结论，可以求出图１中边界ＤＧ在其右侧的速度ｖ′１，θ＝
π
２，即：

ｖ′１ ＝ｖ′０ｅｘｐ（
π
２ｔａｎφ）． （９）

最后分析ＢＤＧ区．ＢＤＧ区为均匀速度区，其速度为ＤＧ边右侧速度与ＢＧ边左侧速度的合速度ｖ′２，方
向竖直向上，大小为

ｖ′２ ＝２ｖ′０ｅｘｐ（
π
２ｔａｎφ）ｃｏｓ（

π
４＋

φ
２）． （１０）

ＤＧ，ＢＧ边均为间断线．在ＤＧ，ＢＧ边速度的改变与ｖ′２大小相等．

对于Ｃｏｕｌｏｍｂ材料，在长度为ｌ的的速度间断面内的能量消散率为［８］

Ｗ ＝ｃｌΔｖｃｏｓφ． （１１）
式中，Δｖｃｏｓφ为速度改变在间断面的分量．

在间断线ＥＦ上，位移速度为ｖ′０，其长度ｌＥＦ，根据图１中的几何关系可求出：

ｌＥＦ ＝
ａ

２ｃｏｓ（π４＋
φ
２）
． （１２）

则在间断线ＥＦ上的能量消散率：

ＷＥＦ ＝
ａ

２ｃｏｓ（π４＋
φ
２）
ｃｖ′０ｃｏｓφ． （１３）

同理可得到间断线ＤＧ上的能量消散率：

ＷＤＧ ＝
ａｃｖ′０ｃｏｓφｅｘｐ（πｔａｎφ）

２ｃｏｓ（π４＋
φ
２）

． （１４）

变形楔体ＤＧＦ的能量消散率是速度间断面ＧＦ上的能量消散率与变形区ＤＧＦ能量消散率之和．变形
楔体ＤＧＦ上对数螺旋线ＧＦ为速度间断线．沿对数螺旋面上的能量消散率公式与楔体变形区能量消散率
公式均为［９］

Ｗ ＝１２ｃｖ０Ｒ０ｃｏｔφ［ｅｘｐ（２θｔａｎφ）－１］． （１５）

式中符号所表示的含义，见图２．则ＤＧＦ在变形区ＤＧＦ和速度间断面ＧＦ的总能量消散率为

３３
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ＷＧＦ，ＤＧＦ ＝
ａｃｖ′０ｃｏｔφ

２ｃｏｓ（π４＋
φ
２）
［ｅｘｐ（πｔａｎφ）－１］． （１６）

由于机动场具有对称性，故在间断线ＡＣ，ＢＧ上的能量消散率ＷＡＣ，ＷＢＧ，变形楔体ＢＣＧ的能量消散率
ＷＢＧ，ＢＣＧ满足：

ＷＡＣ ＝ＷＥＦ　ＷＤＧ ＝ＷＢＧ　ＷＢＧ，ＢＣＧ ＝ＷＤＧ，ＤＦＧ （１７）
外力ｑ做的功率为

Ｗ外 ＝ｑａｖ′０ｃｏｓ（
π
４＋

φ
２）． （１８）

虚功（率）原理表明：对于一个连续的变形体来说，静力容许的应力场在机动容许的位移场上所作外

（虚）功（率）等于内（虚）功（率）［６５］．所以有：
Ｗ内 ＝ＷＥＦ＋ＷＡＣ＋ＷＤＧ＋ＷＢＧ＋ＷＧＦ，ＤＧＦ＋ＷＧＣ，ＢＣＧ． （１９）
综合式（１３）和式（１４）以及式（１６）～式（１９），可求得隧道底板所能承受的极限承载力的上限解：

ｑ＋＝ｃｃｏｔφ［ｅｘｐ（πｔａｎφ）ｔａｎ２（π４＋
φ
２）－１］． （２０）

２　极限分析下限法
下限定理的表述为：当在屈服点以下可以找出符合应力边界条件的应力平衡状态，外荷载可由弹塑

（刚塑）性材料构成的稳定的物体来承受而不产生破坏．运用上限定理求解极限荷载下限的方法是：以屈
服条件与平衡方程为基础，建立一静力场，再求出相应的荷载，即极限荷载下限解．

在ＤＦＧ区建立由ｎ条应力杆构成的应力场，相邻应力杆的夹角为Δθ＝θｎ，其中∠ＧＤＦ＝θ，如图４所

示．则相当于在底板ＢＤＥＦＧ区域建立了由一水平杆与 ｎ条斜向的应力杆的构成应力场．图４中 Ｎ１，Ｎ２，
Ｎ３，Ｎ４……，Ｎｎ为相对应的应力杆杆号的轴向压应力．

单根杆Ｎ满足屈服条件，可由图５求出：

Ｎ＝ ２ｃｃｏｓφ１－ｓｉｎφ
＝２ｃｔａｎ（π４＋

φ
２）． （２１）

　　　　　　　图４　物理平面　　　　　　　　　图５　轴向压应力的Ｍｏｈｒ－ｃｏｕｌｏｍｂ屈服条件

在应力杆中引入符号：

Ｐ＝１２（σ１＋σ３）　Ｓ＝
１
２（σ１－σ３）． （２２）

式中，Ｐ：屈服时的平均应力（均匀静水压力）；Ｓ：屈服时的偏应力（平面内的最大剪力）．
Ｐ，Ｓ的关系可由莫尔 －库伦条件求出，见图６．
Ｓ＝ｃｃｏｓφ＋Ｐｓｉｎφ． （２３）
两应力场叠加原理［８］：静水压力叠加为代数和，剪应力叠加为向量和，且两剪应力的夹角为两应力场

主应力夹角的二倍．由两应力场叠加原理可作出 ｎ条应力杆的应力矢量图，如图７所示．图中 Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３，
Ｓ４，Ｓ５……Ｓｎ表示相对应的应力杆屈服时未叠加区域的偏应力．Ｓ′０表示在ＢＤＧ区水平应力杆屈服时未叠
加区域的偏应力．Ｓ′１表示水平杆和１号杆在叠加区域屈服时的偏应力，Ｓ′２表示水平杆、１号杆、２号杆叠
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加区域在屈服时的偏应力，Ｓ′３表示水平杆、１号杆、２号杆、３号杆叠加区域屈服时的偏应力，依次类推可
知Ｓ′４，Ｓ′５，Ｓ′６……Ｓ′ｎ所表示的含义．

图６　Ｍｏｈｒ－ｃｏｕｌｏｍｂ屈服条件

根据两应力场叠加原理，结合图７，有：
Ｓ′１ ＝Ｓ′０＋Ｓ１
……

Ｓ′ｎ ＝Ｓ′ｎ－１＋Ｓｎ－
{

１

（２４）

如图８，当Δθ在足够小的情况下，存在：
Ｓ′１ ＝Ｓ′０＋Ｄ１Ｄ２； （２５）
Ｄ１Ｄ２ ＝ｔａｎφＤ１Ｄ３； （２６）
Ｄ１Ｄ３ ＝２ΔθＳ′０． （２７）
综合式（２５）～式（２７），得：
Ｓ′１ ＝Ｓ′０（１＋２Δθｔａｎφ）． （２８）
同理可得：

Ｓ′２ ＝Ｓ′１（１＋２Δθｔａｎφ）
Ｓ′３ ＝Ｓ′２（１＋２Δθｔａｎφ）
……

Ｓ′ｎ ＝Ｓ′ｎ－１（１＋２Δθｔａｎφ










）

（２９）

　　　　图７　应力平面　　　　　　　　　　　　　　　　图　８应力图

综合式（２８）和式（２９），得：
Ｓ′ｎ ＝Ｓ′０（１＋２Δθｔａｎφ）

ｎ． （３０）
当ｎ趋向于无穷大时，有

Ｓ＝ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｓ′０（１＋２Δθｔａｎφ）

ｎ ＝ｃｔａｎ（π４＋
φ
２）ｅｘｐ（２θｔａｎφ）． （３１）

通过取极限，图７所示的应力图逐渐趋近于半对数螺线．
将式（３１）代入式（２３）可得：

Ｐ＝ ｃｃｏｓφ
１－ｓｉｎφ

ｅｘｐ（２θｔａｎφ）－ｃｃｏｔφ． （３２）

由此可得ＤＥＦ区的竖向应力σｖ为

σｖ ＝（Ｐ＋Ｓ） θ＝π２
＝ｃｃｏｔφ［ｅｘｐ（πｔａｎφ）ｔａｎ２（π４＋

φ
２）－１］． （３３）

于是得到底板极限承载力下限解：

ｑ－＝ｃｃｏｔφ［ｅｘｐ（πｔａｎφ）ｔａｎ２（π４＋
φ
２）－１］． （３４）

３　极限承载力精确解

应用极限分析上限法可得到极限荷载上限解Ｐ＋，应用下限定理极限分析法可得到极限荷载的下限解
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Ｐ－．精确解记为Ｐｕ，则有：
Ｐ－≤Ｐｕ≤Ｐ

＋． （３５）
求得的下限解与上限解相等时，可得精确解［８］：

Ｐｕ ＝Ｐ
－＝Ｐ＋． （３６）

本文求出的软岩巷道底板极限承载力上限解、下限解满足：

ｑ＋＝ｑ－＝ｃｃｏｔφ［ｅｘｐ（πｔａｎφ）ｔａｎ２（π４＋
φ
２）－１］． （３７）

文献［２］中所推导的软岩巷道底板极限承载力ｑ（滑移线解）为

ｑ＝ｃｃｏｔφ［ｅｘｐ（πｔａｎφ）ｔａｎ２（π４＋
φ
２）－１］． （３８）

综合以上分析，可得软岩巷道底板极限承载力精确解ｑｕ为

ｑｕ ＝ｃｃｏｔφ［ｅｘｐ（πｔａｎφ）ｔａｎ
２（
π
４＋

φ
２）－１］． （３９）

ｑｕ为判断软岩巷道是否会发生底鼓的理论判断依据，即当传递到底板的松动围岩的静水压力 γＨ（γ
为围岩容重，Ｈ为松动围岩高度）大于底板极限承载力ｑｕ时，则底板岩体将产生塑性变形，进而发生底鼓
现象．

４　算例
本文采用文献［７］中研究的ＹＫ３８＋３２０断面作为算例，此断面埋深为１１４ｍ，围岩为泥质粉砂岩，考

虑开挖爆破影响的岩体部分力学参数为弹性模量０．６７ＧＰａ；容重２５．０ｋＮ／ｍ３；粘聚力０．１２３ＭＰａ；内摩擦
角１９°；岩石坚固系数 ０．２．将隧道断面简化为常见的直墙半圆拱断面．隧道高 ｈ＝８．５ｍ，隧道
宽ｂ＝１０．５ｍ．

将底板围岩的力学参数代入式（３９）可得出底板极限承载力ｑｕ＝１７１２．７ｋＰａ．根据文献［７］求出隧道
底板以上松动围岩的高度Ｈ＝７３．２ｍ．松动围岩由两帮传递到隧道底板的作用力γＨ＝１８２９．２Ｐａ．松动围
岩由两帮传递到隧道底板的作用力γＨ与底板自身极限承载力ｑｕ的差值 ΔＰ＝γＨ－ｑ＝１１６．５ｋＰａ＞０，即
底板围岩将失稳，需采取措施进行支护．

５　结论
１）应用极限分析上限法，在底板塑性区域建立满足力学边界条件的机动场，推导出底板极限承载力

的上限解公式．
２）应用极限分析下限法，以屈服条件和平衡方程为基础，建立静力场，推导出底板极限承载力的下限

解公式．
３）所推导出的底板极限承载力上限解、下限解相等，进而得出软岩巷道底板极限承载力精确解．
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